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Harmonogram kursu ,,Matematyka finansowa”

Procent prosty 1 procent sktadany.

Stopa procentowa nominalna i efektywna.

Wartos¢ pieniadza w czasie — wartos¢ przyszta, wartos$¢ biezaca.
Wartos¢ przyszta renty.

Wartos¢ biezaca renty.

Warto$¢ biezaca renty wieczyste;.

Inflacja a wartos$¢ pienigdza w czasie (realna stopa zwrotu).
Oprocentowanie nominalne i efektywne kredytu.

Metody splaty kredytu.
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1. Procent prosty i procent skladany.

Procent prosty to sposéb oprocentowania kapitatu, polegajacy na tym, ze odsetki nie sa
doliczane do wartosci poczatkowej kapitatu I nie procentuja wraz z nim w kolejnym okresie
bazowym. Odsetki proste sa ptatne z dotu po zakonczeniu okresu trwania lokaty.

Wartos¢ koncowa kapitatu przy zastosowaniu procentu prostego jest rowna:
FV=PV+I1;=PVx(1+ixn)

Natomiast odsetki proste okreslone sa wzorem:
| =PV xixn

gdzie:

| 5 - odsetki proste za catkowity czas trwania lokaty (simple interest),

PV - poczatkowa wartos¢ kapitalu (present value),

FV - koncowa wartos¢ kapitatu po uptywie n okresow bazowych (future value),

| - stopa procentowa lokaty za jeden okres bazowy,
n - liczba okresOw bazowych trwania lokaty.
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Procent skladany to sposob oprocentowania kapitatu, polegajacy na tym, ze odsetki sa
doliczane do wartosci poczatkowej kapitatu I procentuja wraz z nim w kolejnym okresie
bazowym. Odsetki otrzymane po uplywie kazdego okresu bazowego sa natychmiast
reinwestowane na tych samych warunkach co kapital poczatkowy (odsetki sa
kapitalizowane — dopisywane do kapitatu).

Wartos$¢ koncowa kapitatu przy zastosowaniu procentu sktadanego jest rowna:

FV=PV+I.=PVx(1+i)"n
Natomiast odsetki sktadane okreslone sag wzorem:
| =PV x[(1+1i)"-1]
gdzie:

| - - odsetki sktadane za catkowity czas trwania lokaty (compounded interest),
PV - poczatkowa wartos¢ lokaty (present value),

FV - koncowa wartos$¢ lokaty po uptywie n okresow bazowych (future value),
| - stopa procentowa lokaty za jeden okres bazowy,
n - liczba okresOw bazowych trwania lokaty.

e —————————— Y =
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2. Stopa procentowa nominalna i efektywna.

Nominalna stopa procentowa o0znacza stopg procentowa obliczona przy zastosowaniu
procentu prostego. Natomiast efektywna stopa procentowa okresla rzeczywiste
oprocentowanie kapitalu wynikajace z zastosowania nominalnej stopy procentowej oraz
sposobu kapitalizowania odsetek.

Jezeli odsetki sa kapitalizowane raz do roku, to efektywna roczna stopa procentowa bedzie
réwna nominalnej rocznej stopie procentowej. Natomiast jesli odsetki beda kapitalizowane
czesciej niz raz do roku, to efektywna roczna stopa procentowa bedzie wyzsza niz
nominalna roczna stopa procentowa.

Stopa procentowa w jednym okresie bazowym okreslona jest wzorem:

I=NRSP/n
gdzie:
| - stopa procentowa za jeden okres bazowy,

NRSP - nominalna roczna stopa procentowa,
n - liczba okres6w bazowych w roku.
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Wzor na efektywna roczng stope procentowa ma postac:
ERSP=(1+1i)"-1

ERSP=(1+NRSP/n)"-1
gdzie:
ERSP - efektywna roczna stopa procentowa,
NRSP - nominalna roczna stopa procentowa,
| - stopa procentowa za jeden okres bazowy,
n - liczba kapitalizacji w roku (liczba okresow bazowych w roku).

W sytuacji gdy liczba okresow bazowych n dazy do nieskonczonosci mamy do czynienia z
kapitalizacja ciagla. Wzoér na efektywna roczna stope procentowa przy zastosowaniu
ciaglej kapitalizacji odsetek przyjmuje postac:

ERSP.=eNRSP -1

gdzie:

ERSPC - efektywna roczna stopa procentowa przy ciaglej kapitalizacji odsetek,
NRSP - nominalna roczna stopa procentowa,

e - podstawa logarytmu naturalnego.
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3. Wartos¢ pieniadza w czasie - wartos¢ przyszla, wartos¢ biezaca.

Przyczyny zmiennej wartosci pienigdza w czasie to:

1. Ryzyko.

2. Preferowanie biezacej konsumpcji.

3. Mozliwos$ci zainwestowania.
Uwzglednienie zmiennej wartosci pieniadza w czasie jest konieczne szczegolnie w
przypadku strumienia przeptywow pienigznych roztozonych w czasie.

Do okreslenia wartosci przysziej stosuje si¢ taki sam wzor jak w przypadku procentu
sktadanego:

WP=WBx (1L+1i)"
gdzie:
WP - wartos¢ przyszia,
WB - warto$¢ biezaca,
| - stopa procentowa za jeden okres bazowy,
n - liczba okresow bazowych.
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Wzor ten okresla zalezno$¢ pomicdzy wartoscig posiadanego kapitatu obecnie a jego
wartos$cig przyszla po uptywie n okresow bazowych przy statej stopie procentowej |.

Do obliczenia wartos$ci przysztej pewnej kwoty mozna wykorzysta¢ tablice mnoznika
warto$ci przysztej, ktorego wzor przyjmuje postac:
MWP=(1+1)"
gdzie:
MWP - mnoznik wartosci przyszie;j,
| - stopa procentowa za jeden okres bazowy,
n - liczba okres6w bazowych.

Natomiast wzOr na wartos¢ przyszta przy uzyciu tablic mnoznika wartosci przyszite; ma
postac:

WP =WB x MWRP (i, n)
Interpretacja mnoznika:
Wartos¢ przyszia jednej jednostki pienieznej po uptywie n okresow bazowych przy
zastosowaniu stopy procentowej |.
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Wartos¢ biezgca to wartos¢ obietnicy otrzymania okreslonej kwoty w przysziosci. Wartos¢
biezaca jest mniejsza od wartosci przysztej tej kwoty.

W2zor na wartos$¢ biezaca mozna otrzymac po przeksztatceniu wzoru na wartosc przyszia:
WB=WP/(1+1)"

gdzie:

WB - warto$¢ biezaca,

WP - wartos¢ przyszla,

| - stopa procentowa za jeden okres bazowy,

n - liczba okres6w bazowych.

Do obliczenia wartosci biezacej pewnej kwoty mozna wykorzystac tablice mnoznika

wartosci biezacej, ktorego wzor przyjmuje postac:
MWB=1/(1+1i)n

gdzie:

MWB - mnoznik wartosci biezacej,

| - stopa procentowa za jeden okres bazowy,

n - liczba okresow bazowych.
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Natomiast wzoOr na wartos¢ biezaca przy uzyciu tablic mnoznika wartosci biezacej ma
postac:
WB = WP x MWB (i, n)

Interpretacja mnoznika:
Obecna wartos¢ jednej jednostki pienieznej jaka mozna otrzymac po uptywie n okresow
bazowych przy zastosowaniu stopy procentowej i.

Wartos¢ biezaca nazywana jest inaczej wartoscia zdyskontowana, a czynnik wartosci
biezacej nazywany jest czynnikiem dyskonta.

& /

10 ZWIAZEK MAKLEROW | DORADCOW ’ y



/M

4. Wartos¢ przyszia renty

Renta nazywany jest strumien pieni¢zny skladajacy si¢ z okresowych rownych ptatnosci.
Renta moze by¢ ptatna z dotlu, czyli na koniec kazdego okresu bazowego (wystepuje
najczesciej) lub ptatna z goéry, czyli na poczatek kazdego okresu bazowego.

Aby policzy¢ wartosS¢ przyszia renty platnej z dolu nalezy najpierw obliczy¢ wartos¢
przyszla kazdej platnosci a nastgpnie policzy¢ sume wszystkich ptatnosci.

PT,. PT, Moment na ktory
I i + 4/, obliczana jest

czas  wartoscC renty

5 PT, @+

R
_________ > PT, (L+i)™

———————————— > PT, (L)

——————————————— > PT, (1+)t

11 ZWIAZEK MAKLEROW | DORADCOW



/M

Zatem wzOr na wartos¢ przyszia renty platnej z dotu przyjmie postac:
WPR=PT+PTx(1+i)+PTx(1+i)?+...+PTx(1+i)?

A po przeksztalceniu:

WPR =PT'S x (1 +i) &
k=0
gdzie:
WPR - wartos¢ przyszta renty,
PT - ptatnos¢ raty (wartos$¢ kazdej z rat renty),
| - stopa procentowa za jeden okres bazowy,
n - liczba okres6w bazowych.

Do obliczania warto$ci przysziej renty mozna wykorzystac tablice mnoznika wartosci
przysziej renty, ktorego wzor ma postac:

n-1
MWPR = ¥ (1+i)k
k=0

gdzie MWPR oznacza mnoznik wartosci przysziej renty, a pozostate symbole maja
oznaczenia takie same jak we wzorze na wartosC przyszia renty.
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Wz6ér na mnoznik wartosci przysztej renty mozna przeksztatci¢ do nastepujacej postaci:
MWPR=[(1+1)" -1]/i

Wz6r na warto$¢ przyszta renty ptatnej z dohu przy wykorzystaniu mnoznika wartosci
przysztej renty ma postac:

WPR = PT x MWPR (i, n)

W przypadku renty platnej z gory, czyli na poczatku kazdego okresu, ptatnosci niejako
ulegaja przesunigciu o jeden okresu w kierunku momentu biezacego 0.

F)-Ir1 P-Ir2 F)-Ir3 P-Irj+ P-Irn'lF:T” +_‘,/\ Moment na ktory
! L] o czas obliczana jest

]1_ { n-|2 nl-l n

| TR 0 ()

| PT,q % (1+i)?

——————— > PTjpx (L)

““““ ™ PTgx (1+)2

wartos¢ renty

R
|
I
v

———————————— > PT,x (1+i)™
o > PT, x (1+i)"
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Wzér na wartos$¢ przyszia renty ptatnej z gory jest zatem nastepujacy:
WPRpein =PT X (L+ 1) +PT x (L +10) 2+ .. +PT x (1 +i)"

A po przeksztalceniu przyjmuje postac:

WPRyein = PT X MWPR x (1 +i)  lub  WPRyggin = WPR x (1 + )

gdzie:

WPRqin - Wartos¢ przyszta renty ptatnej z gory,

PT - platnosc¢ raty (wartos¢ kazdej z rat renty),
MWPR - mnoznik wartosci przyszlej renty (z tablic),
| - stopa procentowa za jeden okres bazowy.

& /
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5. Wartos¢ biezaca renty

W celu obliczenia wartosci biezacej renty platnej na koniec kazdego okresu (z dotu)
nalezy okresli¢ warto$¢ obecna kazdej ptatnosci a nastepnie policzy¢ ich sumg.

Moment na ktory
obllcz,a’na jest \+ P|T1 F;T2 P|T3 PT, PT
wartosc renty | |

n
»
»

Czas

o
-
N

I

I
PT,/(A+) <=~ |
PT,/ (1+)2 «———-
PT,/ (1+i)2 “—— ===~
PT;/ (1+i)l
PT,/(1+)0 *————————————= B

|
I
n
I
|
|
I
I
I
|
|
|
I
|
|

Wartos¢ biezaca renty platnej na koniec kazdego okresu mozna okresli¢c wzorem:
WBR =PT/(1+i) +PT/(L+1)?+ ...+ PT/(1+1)"

& /
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A po przeksztalceniu otrzymujemy wzor:

WBR=Y PT/(1+i)k
k=1
gdzie:
WBR - wartos¢ biezaca (obecna) renty,
PT - platnosc¢ raty (wartos¢ kazdej z rat renty),
| - stopa procentowa za jeden okres bazowy,
n - liczba okres6w bazowych.

Do obliczania wartosci biezacej renty mozna wykorzystac tablice mnoznika wartosci
biezacej renty, ktérego wzor ma postac:

n
MWBR =3 1/(1+i)X
k=1

gdzie MWBR oznacza mnoznik wartosci biezacej renty, a pozostate symbole maja
oznaczenia takie samem ja we wzorze na wartos¢ biezaca renty.

Wz6r na mnoznik wartosci biezacej renty mozna przeksztatci¢ do nastepujacej postaci:

MWBR=[(1+i)" -1]/[ix (1 +i) "]
y 4
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Wz6r na wartos$¢ biezaca renty ptatnej z dotu przy wykorzystaniu mnoznika wartosci
biezacej renty ma postac:

WPR = PT x MWPR (i, n)

Wartos¢ biezaca renty platnej z gory okreslona jest wzorem:
WBRyein = PT + PT/(L +1) + PT/(1 +i)? + ... + PT/(1 + i)™

Po przeksztalceniu otrzymamy wzory:

Czas
n

Moment na ktory
WBRbe i WBR x (1 + i) obliczana jest \PTl P|T2 P|T3 P|Tj+ P;rn |
g warto$¢ renty + | | 1 | -~
WBRye4in = PT X MWBR x (1 +1) 01 2 ) ni
I ! |
P« v 1 |
_ PT,/(1+i)t «—= 11
gdzie: : I |
A . y PT3/(1+I)2 R | |
WBR i, - Warto$¢ biezaca renty platnej z gory, | , ,
PT - platno$¢ raty (warto$¢ kazdej z rat renty), PTjsy [ (IHI)) 4= ——————~— S
|

MWBR - mnoznik wartosci biezacej renty (z tablic), pT, /(1+i)t «+——————————-
| - stopa procentowa za jeden okres bazowy.
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6. Wartos¢ biezaca renty wieczystej

Renta wieczysta (dozywotnig) nazywany strumien rownych ptatnosci nieskonczonych w
czasie.
Warto$¢ biezaca renty wieczystej platnej na koniec kazdego okresu (z dotu) mozna
zapisa¢ W naste¢pujacej postaci:

WBRW =PT/(1 +i) + PT/(1 +i)>+PT/(1 +1i)3 + ...

oraz .

WBRW =PT x>, 1/(1 +i)K
k=1

Wartos¢ biezaca renty wieczystej mozna opisa¢ wzorem na wartos¢ biezaca renty (WBR =

PT x MWBR) przy zatozeniu, ze liczba okresow bazowych n dazy do nieskonczonosci.

Mozna dowies¢, ze dla n — co mnoznik wartosci biezacej renty dazy do wartosci 1/1.

Ostatecznie wzor na wartos¢ biezaca renty wieczystej ptatnej z dolu przyjmie postac:
WBRW =PT /i

gdzie:

WBRW - wartos¢ biezaca (obecna) renty wieczystej,

PT - ptatnosc¢ raty (wartos$¢ kazdej z rat renty),

| - stopa procentowa za jeden okres bazowy.
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Wartos¢ biezaca renty wieczystej jest tym wyzsza, im:
» wigksza jest renta,
* nizsza jest stopa procentowa.

Natomiast w przypadku, gdy ptatnosci rat dokonywane sa na poczatku kazdego okresu
(z gbry) wzoér na wartos$¢ biezaca renty wieczystej ma postac:

WBRW,oin = (L +1) xPT/i=PT/i+PT
gdzie:

WBRW,,i, - warto$S¢ biezaca renty wieczystej platnej z gory,
PT - ptatnos¢ raty (wartos$¢ kazdej z rat renty),
| - stopa procentowa za jeden okres bazowy.

& ,
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7. Inflacja a wartos¢ pieniadza w czasie (realna stopa zwrotu).

Zaleznos¢ pomigdzy nominalng stopa zwrotu a realng stopa zwrotu mozna przedstawic za
pomoca rOwnania:

1+ rnom = (1 + rreal) X (1 + rinfl)

Otrzymujemy zatem wzoOr na realng stopg zwrotu z inwestycji:

real [(1 + Ifnom) / (1 + rmfl)] 1

gdzie:
lea - realna stopa zwrotu,
lom - NOMinalna stopa zwrotu,
g - stopa inflacji w analizowanym okresie.

Stopa zwrotu z akcji:
r=[D+(Cs- Cl/ Ck
gdzie:
r - stopa zwrotu z akcji,
D - dywidenda otrzymana z tytutu posiadania akcji,
C; - cena sprzedazy akcji,
Cy - cena zakupu akgcji.
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8. Oprocentowanie nominalne i efektywne kredytu.

Efektywna (rzeczywista) roczna stope procentowgq oblicza si¢ wedlug nastepujacego wzoru:

oA vy A
Z(1+i)tK Z(1+i)t‘<'

K=1 K'=1
gdzie:
K —numer kolejnej wyptaty raty kredytu (jezeli kredyt wyptacany jest w ratach)
K’ — numer kolejnej splaty kredytu lub kosztow (np. prowizji)
Ay — kwota wyplaty raty kredytu,
A — kwota sptaty kredytu lub kosztow,
N — numer ostatniej wyplaty kredytu (liczba ptatnosci na rzecz kredytobiorcy),
n’ — numer ostatniej sptaty kredytu lub kosztow (liczba ptatnosci na rzecz banku),
t, — okres pomigdzy pierwsza wyplata 1 kolejnymi wyptatami raty kredytu (wyrazony w
latach lub utamkach lat),
t- — okres pomigdzy pierwsza splata kredytu lub kosztow 1 kolejnymi sptatami (wyrazony
w latach lub utamkach lat),
| - efektywna (rzeczywista) stopa oprocentowania kredytu.
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9. Metody splaty kredytu

Rata platnosci kredytu sktada si¢ z dwoch czesci: raty kapitalowej i odsetek.

Wyrdznia si¢ dwie podstawowe metody splaty kredytu:
* metoda rownych rat kapitatlowych,
* metoda rownych kwot platnosci kredytu.

Przy sptacie kredytu metoda réwnych rat kapitalowych, rata kapitatowa roéwna jest kwocie
kredytu podzielonej przez liczbe rat kapitatowych, natomiast kwota odsetek maleje wraz z
kolejnymi sptatami rat kapitalowych kredytu. Z tego wzgledu metoda ta nazywana jest
réwniez metoda malejacych rat kredytowych (rat ptatnosci kredytu).

W2z6r na j-ta rate ptatnosci kredytu ma postac:

R;=RK+0ODS;=K/n+ODS;
gdzie:
R - J-ta rata pfatnosci kredytu,
RK — rata kapitatlowa (RK = const.),
ODS; - odsetki ptatne za j-ty okres odsetkowy,

K - kwota udzielonego kredytu,
n - liczba rat kapitatowych kredytu.

29 ZWIAZEK MAKLEROW | DORADCOW



/M

W przypadku sptaty kredytu metoda rownych rat kapitalowych pierwsze raty sa 0 wiele
wyzsze 0d ostatnich z uwagi na kwot¢ malejacych odsetek. Przy zastosowaniu tej metody
sptaty kredytu wymagana jest wicksza zdolnos$¢ kredytowa.

Przy splacie kredytu metoda rownych kwot platnosci kredytu, zmienia si¢ wysoko$¢
zaroOwno raty kapitatlowej (rosnie) jak i1 odsetek (maleja), natomiast rata ptatnosci kredytu
jest stata. Mamy zatem do czynienia ze statymi ptatnosciami W czasie, analogicznie jak w
przypadku renty. Z tego wzgledu metoda rownych kwot ptatnosci kredytu nazywana bywa
réwniez metoda annuitetowa (z. ang. annuity — renta).

Wzor na rat¢ ptatnosci kredytu ma postac:

R=RK;+0DS;=WBR/MWBR
gdzie:
R — rata ptatnosci kredytu (R = const.),
RK; - J-ta rata kapitatowa,
ODS; - odsetki platne za j-ty okres odsetkowy

WBR - wartos¢ biezaca renty (kwota udzielonego kredytu),
MWBR - mnoznik wartosci biezacej renty (z tablic).

Efektywna stopa oprocentowania kredytu w tej metodzie jest wyzsza niz W metodzie
rownych rat kapitalowych, gdyz kapitat kredytu (zadtuzenie) maleje wolniej.

&
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